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Аннотация. Статья посвящена параметрической 

идентификации процессов технологической теплофизики на 

основе решения обратных задач теплопроводности в 

условиях действия случайных возмущений. Для решения 

граничной обратной задачи теплопроводности используется 

основанная на альтернансных свойствах оптимальных 

траекторий методика параметрической оптимизации 

физически обоснованных искомых характеристик в 

равномерной метрике оценивания на компактных 

множествах полиномиальных функций. С ростом уровня 

возмущающих факторов алгоритмически точный метод 

приходится комбинировать с дополнительными 

алгоритмами, обеспечивающими адекватные результаты в 

условиях ограниченной неопределенности возмущений. В 

качестве возможных подходов применены предварительное 

сглаживание информации, параметрическая оптимизация 

совокупности допустимых реализаций, удовлетворяющих 

условиям интервальной неопределенности, и искусственные 

нейронные сети. Продемонстрированы возможности 

сочетания точного аналитического метода оптимизации с 

алгоритмами, действующими в условиях неопределенности 

информации. 
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I. ВВЕДЕНИЕ  

С современной точки зрения теория идентификации 
технологических процессов является частью общей теории 
автоматического управления, отражающей прикладную 
направленность научных исследований [1]. Для получения 
эффективных результатов в сфере математического 
описания технологических процессов задачи 
идентификации следует решать с привлечением 
современных результатов теории автоматического 
управления, что позволит повысить качество управления 
рассматриваемыми процессами.  

В статье отражен современный подход к решению 
обратных задач технологической теплофизики с 
использованием методов оптимального управления 
системами с распределенными параметрами в сочетании с 
методами искусственного интеллекта. 

Определение условий теплообмена на поверхности 
подвергаемого нагреву или охлаждению изделия является 
необходимым этапом при расчете режимов термической 
обработки заготовок в области технологической 
теплофизики. При невозможности непосредственного 
измерения плотностей тепловых потоков на поверхности 
контакта их значения определяются из решения граничной 
обратной задачи теплопроводности на основе 
подверженных возмущениям результатов измерений 
температуры в ограниченной пространственной области 
[2–4]. 

Определенными преимуществами обладает подход, 
реализующий параметрическую идентификацию 
неизвестных характеристик на физически обоснованных 
компактных множествах в результате решения задачи 
параметрической оптимизации (ЗПО) [5, 6]. При малом 
уровне возмущающих воздействий ЗПО может быть 
сформулирована в равномерной метрике оценивания как 
задача полубесконечной оптимизации. Еѐ решение 
основывается на альтернансных свойствах оптимальных 
реализаций и показывает удовлетворительные результаты 
для широкого круга прикладных теплофизических задач в 
случае отсутствия возмущений или их невысокого уровня 
[7–9].  

При возрастании интенсивности возмущающих 
факторов использование аналитических условий 
оптимальности становится затруднительным, и для 
получения адекватных результатов приходится совмещать 
методы оптимального управления объектами с 
распределенными параметрами с дополнительными 
алгоритмами, применяемыми в условиях 
неопределенности. В статье рассмотрены три подхода, 
реализующие процедуру параметрической минимизации 
на компактном множестве полиномиальных функций, 
дополненные алгоритмом предварительного сглаживания 
[2, 10], оптимизацией совокупности возмущенных 
траекторий [11] и использованием методов искусственного 
интеллекта [12, 13]. 

II. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ТЕМПЕРАТУРНЫХ 

СОСТОЯНИЙ 

A. Постановка задачи 

Формулируется граничная ОЗТ, в которой необходимо 
восстановить неподлежащую непосредственному Работа выполнена при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в 

рамках проектной части государственного задания № 0778-2020-0005. 
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измерению плотность приложенного к внешней 
поверхности тела теплового потока q(t) в процессе 
нестационарной теплопроводности, описываемом 
уравнением для тела канонической формы 
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Восстановление искомой функции q(t) производится на 
основе дополнительной информации о температуре, 
заданной в некоторой пространственной точке на 
интервале идентификации и, как правило, полученной в 
результате проведения эксперимента. 

B. Минимаксная оптимизация в ОЗТ 

Методология минимаксной оптимизации при решении 
ОЗТ [5–9] предусматривает вариационную постановку 
обратной задачи, в которой искомая характеристика q(t) 
выступает в качестве оптимального управления, а 
оценивание температурной невязки между расчетной 
величиной, отвечающей искомой функции, и заданной 
температурной зависимостью реализуется в равномерной 
метрике 
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Решение задачи осуществляется на компактных 
множествах физически реализуемых функций, заданных 
исходя из требований их гладкости. В работе в качестве 
компактного множества физически обоснованных 
решений используется множество полиномиальных 
функций. Выбор числа N, определяющего степень 
многочлена, и задание соответствующего вектора 

параметров ( )

1

N

NG    отвечает процедуре 

параметризации идентифицируемой характеристики, 
использование параметрического представления которой 
q(Δ) позволяет перейти к параметрической форме 
результирующего температурного поля 
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также однозначно характеризуемого вектором ( )N . 

На основе полученного параметрического 

представления  , ,T x t 

 
осуществляется переход от 

задачи (2) к специальной негладкой задаче 
математического программирования 
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относительно искомого вектора параметров 

 0 1, ,..., Nd d d   размерностью [1×(N+1)]. 

В случае отсутствия возмущений решение задачи 
минимаксной оптимизации (4) осуществляется с помощью 

специального метода [14], обеспечивающего задание 

конфигурации температурной невязки * *( , , ) ( )MT x t T t   

на основе альтернансных свойств оптимальных решений, 
что на практике сводится к замкнутой системе 
соотношений, фиксирующих предельные 
знакочередующиеся значения температурных отклонений 
и моменты их достижения.  

Присутствие во входной информации ОЗТ 
погрешностей измерения искажает конфигурацию кривой 

* *( , , ) ( )MT x t T t  , что вызывает сложности при поиске 

точек альтернанса и вынуждает использовать 
дополнительные алгоритмы обработки информации. 

III. ПАРАМЕТРИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ПРИ 

ВОЗМУЩЕННЫХ ВХОДНЫХ ДАННЫХ 

A. Предварительное сглаживание информации 

Одним из стандартных подходов к решению обратных 
задач в условиях действия возмущений является 
предварительное сглаживание входной информации, 
реализуемое, например, на основе сглаживающих 
кубических сплайнов. В этом случае задача оптимального 
управления реализует минимизацию отклонения точного 

модельного решения *( , , )MT x t   от сглаживающего 

сплайна S(t). Соответствующая задача математического 
программирования (4) формулируется в виде 
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Результаты идентификации существенно зависят  от 
уровня возмущающего воздействия и алгоритмом 
построения аппроксимирующего сплайна, 
обеспечивающего соотношение между его 
интерполяционными и сглаживающими свойствами. При 
увеличении уровня возмущения для возможности 
распознавания точек экстремума температурной невязки 
сглаживающие свойства алгоритма приходится 
увеличивать, что может приводить к потере качественных 
особенностей процессов теплопроводности.  

B. Интервальные неопределенности 

Для сохранения особенностей исследуемых явлений 
метод параметрической оптимизации может быть 
рассмотрен в условиях интервальных неопределенностей 
возмущений, когда предполагается, что величина 
возмущающего воздействия δ(t) может принимать любое 
значение из некоторого допустимого диапазона 

min max .      Данное предположение означает, что 

зашумленная экспериментальная температурная кривая 
* ( )T t  также подчинена условиям интервальной 

неопределенности * * *

min max( )T T t T  , где предельные 

величины могут быть определены как * *

min min( ) ,T T t    
* *

max max( )T T t   .  

Тогда задача формулируется относительно 
бесконечной совокупности процессов, соответствующих 
всем допустимым реализациям возмущения. Задача 
параметрической оптимизации записывается для 
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совокупности всех температурных реализаций, 
соответствующих всем допустимым значениям 

возмущающего воздействия  min max,   : 

*

* *

4
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( ) max max ( , , ) ( , ) minM
t t

I T x t T t
 
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Решение ОЗТ, в рамках предложенного подхода, 
реализует поиск оптимального управления для всего 
множества тепловых процессов и обеспечивает 
минимально возможную погрешность идентификации для 
экспериментальной кривой, характеризующейся 
максимально возможной (по модулю) интенсивностью 
помехи. Тем самым, такой подход обеспечивает 
гарантированное качество идентификации в условиях 
интервальной неопределенности возмущения. Увеличение 
уровня возмущения приводит к необходимости применять 
сглаживающие алгоритмы при построении огибающих, 
что может искажать форму температурных решений. 

C. Искуственные нейронные сети 

Задача рассматривается в условиях интервальных 
неопределенностей, сформулированных по отношению к 

допустимым значениям параметров inf sup ,i i id d d 
 

0,1,...i N . Для каждого из параметров формируются 

одномерные массивы выборочных значений. 
Совокупность возможных сочетаний выборочных 

значений параметров , 0,1,...id i N
 

является при 

построении искусственной нейронной сети (ИНС) 
целевым вектором, размерностью [(N+1) ×(K0× K1×… KN)], 
где Ki – длина выборки значений i-го параметра,

 
и 

используется для еѐ обучения. На базе решения прямой 
задачи теплопроводности (3) с применением точной 
математической модели (1) формируется множество 
температурных реализаций, соответствующих всем 
допустимым сочетаниям параметров, которое 
используется в качестве массива входных данных для 
ИНС, размером [(size_t)×(K0× K1×… KN)], где size_t – длина 
массива дискретных значений времени на интервале 
идентификации. 

Обучение нейронной сети, реализующее расчѐт еѐ 
синаптических весов, производится в результате 
минимизации отклонения рассчитанных с помощью 
нейросетевой модели температур на заданном интервале 
идентификации и входными данными ИНС. В качестве 
функционала оптимизации для сохранения общности 
подхода может  использоваться минимаксный критерий. 

Построенная ИНС, обученная на точных решениях 

прямой задачи теплопроводности, используется для 

решения обратной задачи на основе зашумленной 

экспериментальной температуры в результате 

минимизации среднеквадратичной ошибки между 

входными возмущенными данными и модельной 

температурной реализацией, соответствующей 

рассчитанному вектору параметров на основе нейронной 

сети. 
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Использование среднеквадратичного функционала 
оптимизации в данном случае оправдано отсутствием 
процедур статистической обработки возмущенных 
данных – алгоритмов сглаживания или построения 
огибающих ансамбля траекторий. 

IV. РЕШЕНИЕ ОЗТ И ОБСУЖДЕНИЕ 

Апробация предложенных подходов была проведена 
при решении граничной обратной задачи 
теплопроводности по восстановлению плотности 
теплового потока, заданной в тестовом примере в виде  

 0 ( ) 1 tq t k e  , на компактном множестве многочленов 

третьей степени (N=3). Некоторые результаты решения, 
показывающие погрешность аппроксимации 
температурного поля в зависимости от величины среднего 
квадратичного отклонения (СКО) возмущающего 
воздействия, приведены в таблице и на рисунке. 

ТАБЛИЦА I  ТОЧНОСТЬ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 

I, % 
СКО, % 

1 3 5 15 

2I  1.39 3.36 5.37 15.06 

3I  1.15 2.89 4.92 — 

6I  0.94 1.06 2.01 3.27 

 

Здесь для сохранения общности подхода сравнительная 
оценка результатов решения ОЗТ с помощью ИНС также 
проводится в равномерной метрике 

*

* *

6 0
[0, ]

( ) max ( , , ) ( ) minИНС
t t

I T x t T t


     , 

где *

0 ( )T t  – модельные данные, соответствующие 

экспериментальной температурной кривой без учета 
возмущения. Для решения поставленной задачи были 
использованы радиальные базисные сети. 

Присутствие в каждом из рассмотренных подходов 
алгоритмов статистической обработки или методов 
искусственного интеллекта является необходимыми 
приемами в условиях неопределенности данных. В методе, 
основанном на предварительном сглаживании информации 
(5), и в методе, использующем оптимизацию совокупности 
температурных реализаций (6), статистическая обработка 
искажает конфигурацию невязки температуры, что с 
ростом уровня возмущений приводит к сложностям в 
распознавании альтернансных свойств. На точность 
решения задачи (7) с помощью ИНС существенно влияют 
задаваемые интервалы возможных значений параметров 

inf sup ,i i id d d  0,1,...i N , и при их адекватном задании 

удовлетворительные решения могут быть найдены на 
более широком диапазоне действия помехи, чем методы, 
напрямую использующие форму кривой температурной 
невязки. 
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Рис. 1. Конфигурация 
* *

0( , , ) ( )ИНСT x t T t   в условиях погрешности 

измерений: 1-δ=1%, 2-δ=3%, 3-δ=10%.  

V. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Проведенные исследования демонстрируют 
возможность параметрической идентификации на 
компактных множествах физически обоснованных 
решений обратной задачи теплопроводности на основе 
возмущенных данных за счет сочетания точного 
аналитического метода минимаксной оптимизации и 
методов, позволяющих обрабатывать не полностью 
известную информацию. Во всех рассмотренных подходах 
постановка задачи обеспечивает регулярность искомого 
решения, а его точность определяется уровнем 
возмущающего воздействия и (или) величиной интервала 
неопределенности характеристики.  
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